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Wyktad 1
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wiczenia

Udowodnij, ze aksjomat indukcji i twierdzenia 1.1, 1.2 oraz 1.3 sa réwnowazne.

Zmnajdz blad w dowodzie nastepujacego ,twierdzenia”: Wszystkie koty sq jedna-
kowego koloru.

Dowdd

Wystarczy pokazac, ze spetniony jest nastepujacy warunek: Dla kazdego n € N
w dowolnym zbiorze zloZonym z n kotow wszystkie koty sq jednakowego koloru.
Dla n = 1 warunek oczywiscie zachodzi. Zalézmy, ze warunek zachodzi dla n.
Pokazemy, ze zachodzi dla n + 1.

W zbiorze ztozonym z n+ 1 kotéw, zgodnie z zatozeniem indukcyjnym, n kotéw
ma ten sam kolor, na przyklad czarny:

R

n+1
Ale z zalozenia indukcyjnego koty ko, ..., k,1 sa tez jednakowego koloru. Po-
niewaz koty ko, ..., k, sa czarne, wiec kot k,; jest tez czarny.

. Wykaz, ze dla kazdego n € N liczba 42" +! +3"+2 jest wielokrotnoscig liczby 13.

. Niech n,k € NU {0}, n > k. Przez (Z) oznaczamy liczbe #lk), Sprawdz, ze

(1) eN (0! =1).

. Niech n,k € NU{0}, n > k. Sprawdz, ze (k) + (kﬂ) +...4+ ()= ("H).

k k k k+1

. Wykaz, ze dla kazdego n € NU {0} zachodzi nastepujaca réwnosé:

G+ =0,

. Dla n,r € N oznaczmy przez S,(n) sume 1" + 2" + ... + n”. Sprawdz, ze dla

kazdych n, r:
(n+1)* —(n+1)= (TS (n)+ ("IHSa(n) + ...+ (") Si(n).

T

. Wyprowadz wzory na Si(n), Sa(n), Ss(n), Si(n). Udowodnij ich prawdziwos¢,

stosujac metode indukcji matematycznej.

. Udowodnij, ze maksymalna liczba jednomianéw (ktére nie sa podobne) wielo-

mianu n zmiennych stopnia d jest réwna (”:d).



2 Algorytm Euklidesa

Dzielenie liczb calkowitych, pojecia podzielnoéci, dzielnika, wielokrotnosci poja-
wiaja sie¢ juz w szkole podstawowej. Zasada dzielenia z reszta opiera si¢ na naste-
pujacym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 2.1 (o dzieleniu z reszta)

Dla dowolnych liczb catkowitych a oraz b, b # 0, istniejqg jednoznacznie okreslone
liczby calkowite q, r takie, ze a = gb+1r i 0 < r < |b|. Liczbe q nazywamy
tlorazem, liczbe r resztq.

Dowdd

Niech S = {a —¢b: ¢ € Z} N (N U {0}). Oznaczamy przez r najmniejsza liczbe
zbioru S. Oczywiscie zachodza nieréwnosci 0 < r < |b|. Dla wykazania jednoznacz-
nosci zalézmy, ze a = q1b+1r1 = gab+ra, gdzie 0 < 11, ro < |b]. Otrzymujemy stad,
ze [(q1 — g2) - b] = [r1 — ro| < |b], zatem ¢1 = g2 1 71 =72 g

Przyklad 2.2

Kwadrat kazdej liczby catkowitej nieparzystej jest postaci 8k + 1.

Na mocy twierdzenia o dzieleniu z reszta, kazda liczba calkowita ma jedng z postaci
49+ 0,4+ 1, 49 + 2, 49 + 3. Liczby nieparzyste zapisujemy w postaci 4¢ + 1 lub
4q + 3, stad ich kwadraty sa postaci (4q +1)? = 16¢*> + 8¢+ 1 = 8(2¢°> + ¢q) + 1 lub
(49 +3)? =16¢> +24¢+9=8(2¢> +3q + 1) + 1.

DEFINICIA 2.3

Mowimy, ze liczba calkowita b jest podzielna przez liczbe caltkowita a, jesli istnieje
taka liczba catkowita ¢, ze b = a - ¢. Liczbe a nazywamy dzielnikiem liczby b,
o liczbie b méwi sig, ze jest wielokrotnoScia liczby a.

Jesli b jest podzielne przez a (inaczej méwiac, a dzieli b), to uzywamy oznaczenia
a|b, natomiast w przeciwnym razie stosowaé¢ bedziemy oznaczenie a 1 b.

Zauwazmy, ze aby znalez¢ wszystkie dzielniki danej liczby, wystarczy znalezé
jej dzielniki dodatnie, jesli bowiem a|b, to takze —alb.

Uwaga 2.4

Relacja podzielnosci w zbiorze Z ma nastepujace wlasnosci:
(1) alb A cld = acl|bd,

(2) alb AN alc = a|bx+cy dla dowolnych z,y € Z,

(3) alb ANbla = a=bluba=—b.



